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摘 要：研究了时标上的 Leakage项变时滞双向联想记忆（BAM）神经网络系统，给出了其概周期解存在性、

唯一性和全局指数稳定性的充分条件。另外还给出了一个例子和数值模拟来说明得到结果的正确性。
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Almost-periodic solutions for BAM neural networks with
time-varying delays in leakage terms on time scales
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Abstract：The almost-periodic solutions for BAM neural networks with time-varying delays in leakage
terms on time scales are concerned. Some sufficient conditions about the existence，uniqueness and glob⁃
al exponential stability of almost-periodic solutions are given. An example and numerical simulations are
established to illustrate the feasibility and effectiveness of the results.
Key words：BAM neural networks；time scales；almost-periodic solutions；global exponential stability

Kosko［1-3］首先研究了一种新的神经网络系统，叫做双向联想记忆 （BAM） 神经网络系统。从此，

BAM神经网络系统被广泛地研究，它可以应用到图像处理，模式识别，优化问题，联想记忆等方面。在

其应用中，神经网络系统的概周期解、周期解、渐近概周期解和伪概周期解等都是很具有吸引力的研究

方向。因此，双向联想记忆（BAM）神经网络系统的概周期解被很多学者深入研究［4-8］。

经过多年的研究和发展，时标理论已经成为研究连续系统和离散系统的有效手段，具有广泛的应用

前景，尤其在解的存在性、振动性、周期解、稳定性等方面发展迅速［9-10］。但是时标上BAM神经网络系

统的概周期解却很少被研究。

鉴于此研究的重要性，在本文中，我们将要研究以下形式的时标上 Leakage项变时滞双向联想记忆

（BAM）神经网络系统：

DOI：10. 13471/j. cnki. acta. snus. 2019. 06. 21. 2019A048

* 收稿日期：2019 - 06 - 21
基金项目：国家自然科学基金（11671406）；深圳信息职业技术学院校级科研培育项目（QN201703）
作者简介：高瑾（1985年生），女；研究方向：泛函微分方程；E-mail：306996140@qq. com
通信作者：林园（1987年生），男；研究方向：泛函微分方程；E-mail：229617098@qq. com



第 59卷中山大学学报（自然科学版）

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

x∇i ( )t = -ai ( )t xi ( )t - αi ( )t +∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s fj ( )yj ( )t - s ∇s + Ii ( )t ，
y ∇j ( )t = -bj ( )t yj ( )t - βj ( )t +∑

i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s fi ( )xi ( )t - s ∇s + Jj ( )t
（1）

其中 i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m，t ∈ T，T是一个概周期时标，n和m是每个细胞层的细胞数量，xi (t)和
yj (t)分别是第 i个细胞和第 j个细胞时刻 t的活动状态；ai (t)和 bj (t)分别代表第 i个细胞和第 j个细胞和网络

与外部输入在第 t时刻脱节时，他们将电势重置为孤立情形下的休克状态的重置率；fi，fj是激活函数；

αi (t)，βj (t)是时刻 t的传递时滞；Kji，Lij是时滞核函数；Ii (t)和 Jj (t)分别表示第 i个细胞和第 j个细胞时刻 t的

偏差。

系统（1）的初始条件为

xi (s) = φi (s)，yj (s) = ψj (s)，s ∈ ( - ∞，0 ]T
其中φi，ψj ∈ C1 (( - ∞，0 ]T，R)且有界，( - ∞，0 ]T = { |t t ∈ ( - ∞，0 ]⋂ T}，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m。

1 预备知识

本节我们给出一些基本的定义和定理［11-15］。

定义 1［13］ 称T是一个时标，若T是实数集R的任意非空闭子集并且继承实数集R的拓扑结构和有

序性。对于 t ∈ T，时标上的前跳算子σ：T → T定义为：σ (t)：= inf {s ∈ T：s > t}；后跳算子 ρ：T → T定义

为：ρ (t)：= sup{s ∈ T：s < t}。
定义 2［13］ 设 T 是一个时标， t ∈ T 被称为左稠密点，如果 t > inf T 且 ρ (t) = t；左稀疏点如果

ρ (t) < t；右稠密点如果 t < supT且σ (t) = t；右稀疏点如果σ (t) > t。如果T有一个最大的左稀疏点m，则

Tk：= T\ {m }；否则Tk ≔ T。如果T有一个最小的右稀疏点m，则Tk：= T\ {m }；否则Tk：= T。
定义 3［13］ 函数 f：T → R被称为左稠连续或者 ld-连续函数，如果其在T中的左稠密点连续，且在T

中右稠密点的右极限存在。函数 f：T → R被称为右稠连续或者 rd-连续，如果其在T中的右稠密点连续，

且在T中左稠密点的左极限存在。

定义 4［15］ 设T是一个时标，f：T → R，称函数 f在 t ∈ Tk是 ∇ -可导，对任意 ε > 0，若存在 t的 δ -
邻域U（即U = (t - δ，t + δ) ∩ T）使得

| [ f (ρ (t)) - f (s) ] - f ∇ (t)[ ρ (t) - s ] | ≤ ε | ρ (t) - s | 任意 s ∈ U
如果函数 f对所有 t ∈ Tk是∇ -可导，则称函数 f在Tk是∇ -可导。

如果 f是左稠连续函数，则存在一个函数F使得F∇ (t) = f (t)。在此情况下，我们定义

∫
a

b

f (t)∇t = F (b) - F (a)
定义 5［15］ 如果 p ∈ Rν，则对于 s，t ∈ T，我们定义Nabla指数函数如下：

êp (t，s) = exp{∫
s

t

ξ̂v ( )τ ( )p ( )τ ∇τ}
其中 ν -柱形变换

ξ̂h ( z ) = {-log ( )1 - hz
h

，h ≠ 0，
z， h = 0

定义 6［13］ 如果 p，q ∈ Rν，则对于任意的 t ∈ Tk，我们定义 (p⊕ v q) (t)：= p (t) + q (t) - p (t) q (t) ν (t)；
对于 p ∈ Rν，定义Θν p：= -p

1 - νp。
定义 7［14］ 时标T被称为一个概周期时标，如果∏：= {τ ∈ R：t ± τ ∈ T，∀t ∈ T} ≠ {0}。

30



第 5期 高瑾，等：时标上Leakage项变时滞BAM神经网络系统的概周期解

定义 8［14］ 设T是一个概周期时标，E = R或者C。函数 f ∈ C (T，En)被称为一个概周期函数，如果

对于任意的 ε > 0，其 ε -平移数集E{ε，f} = {τ ∈ ∏：| f (t + τ) - f (t) | < ε，∀t ∈ T}在T中相对稠密；也就是

说，对任意的ε > 0，存在常数 l (ε) > 0，使得每个长度为 l (ε)的区间内总包含至少一个 τ (ε) ∈ E{ε，f}，使

得| f (t + τ) - f (t) | < ε，∀t ∈ T。其中 τ叫做 f的ε -平移数，l (ε)叫做E{ε，f}的包含区间长。

定义 9［11-12］ 设A (t)是T上的n × n阶左稠连续矩阵函数，则线性系统

x∇ (t) = A (t) x (t)，t ∈ T （2）
被称为在T上可指数二分的，如果存在正常数 ki，αi，i = 1，2，投影P和基解矩阵X (t)使得

|| X ( )t PX-1 ( )s ≤ k1 êΘvα1 ( )t，s ，s，t ∈ T，t ≥ s，
|| X ( )t ( )I - P X-1 ( )s ≤ k2 êΘvα2 ( )s，t ，s，t ∈ T，t ≤ s

其中| ⋅ |是矩阵范数，即| A (t) | = ∑
ij

a2ij ( )t 。

考虑如下概周期系统

x∇ (t) = A (t) x (t) + g (t)，t ∈ T （3）
其中A (t)是一个概周期矩阵函数，g (t)是一个概周期向量函数。

引理 1［11-12］ 设X (t)是系统（2）的一个基解矩阵，如果系统（2）可指数二分，则系统（3）有如下

唯一的概周期解：

x (t) = ∫-∞t X ( )t PX-1 ( )ρ ( )s g ( )s ∇s - ∫
t

+∞
X ( )t ( )I - P X-1 ( )ρ ( )s g ( )s ∇s

引理 2［11-12］ 设 ci (t)是概周期函数，对于 i = 1，2，…，n，t ∈ T，有

ci (t) ∈ R+ν，ci (t) > 0，min1 ≤ i ≤ n inft ∈ T ci (t) = -m > 0
则下列线性系统

x∇ (t) = diag ( - c1 (t)，- c2 (t)，⋯，- cn (t)) x (t) （4）
在T上可指数二分。

2 概周期解的存在唯一性

本节，我们给出了系统（1）概周期解的存在唯一性的充分条件。

对于 i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m，我们有如下表示：
-ai = sup

t ∈ T | ai (t) |，-ai = inft ∈ T | ai (t) |，
-bj = sup

t ∈ T | bj (t) |，-bj = inft ∈ T | bj (t) |，
-αi = sup

t ∈ T | αi (t) |，
-βj = sup

t ∈ T | βj (t) |，
-Kji = sup

t ∈ [ 0，+ ∞) T
| Kji (t) |，-Lij = sup

t ∈ [ 0，+ ∞) T
| Lij (t) |，

-Ii = sup
t ∈ T | Ii (t) |，

-Jj = sup
t ∈ T | Jj (t) |，

-pji = sup
t ∈ T | pji (t) |，

-qij = sup
t ∈ T | qij (t) |

在本文中，对于任意 i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m，我们有以下假设：

(H1)Kji，Lij：[ 0，+ ∞) T → R 为 左 稠 连 续 函 数 ， | Kji (s) |， | Lij (s) | 在 [ )0，+ ∞ T 上 ∇ - 可 积 ，

pji，qij，Ii，Jj ∈ C (T，R)，ai，bj，αi，βj ∈ C (T，R+)都是概周期函数，ai (t) ∈ R+
ν，-
ai > 0，bj (t) ∈ R+

ν，-
bj > 0；

(H2)存在正常数Fj，Fi使得对于u1，u2 ∈ R，有

| fj (u1) - fj (u2) | ≤ Fj | u1 - u2 |，| fi (u1) - fi (u2) | ≤ Fi | u1 - u2 |
(H3)存在一个正常数 r0使得

max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }Ai

-
ai

，( )1 +
-ai

-
ai
Ai ，max1 ≤ j ≤ m{ }Bj

-
bj
，( )1 +

-bj

-
bj
Bj ≤ r0，
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max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }Si

-
ai
，( )1 +

-ai

-
ai
Si ，max1 ≤ j ≤ m{ }Tj

-
bj
，( )1 +

-bj

-
bj
Tj < 1

其中

Ai = -ai r0-αi +∑
j = 1

m -pji (Fjr0 + | fj (0) |) ∫0+∞| Kji (s) |∇s + -Ii，
Bj = -bi r0-βj +∑

i = 1

n -qij (Fir0 + | fi (0) |) ∫0+∞| Lij (s) |∇s + -Jj，
Si = -ai ⋅ -αi +∑

j = 1

m -pji Fj ∫0+∞ || Kji ( )s ∇s， Tj = -bj ⋅ -βj +∑
i = 1

n -qij Fi ∫0+∞ || Lij ( )s ∇s
设 B = { |

|
|Φ = ( )φ1，φ2，…，φn，ψ1，ψ2，…，ψm

T
φi，ψj ∈ C1 (T，R) 是 概 周 期 函 数 ， i = 1，2，…，n，j =

1，2，…，m }有范数 Φ B = supt ∈ T  Φ ( )t ，其中

 Φ ( )t = max1 ≤ i ≤ n，1 ≤ j ≤ m{| φi (t) |，| φ∇i (t) |，| ψj (t) |，| ψ∇j (t) |}，
则B是一个Banach空间。

定理1 设条件(H1) - (H3)成立。则系统（1）在E：= {φ ∈ B： φ B ≤ r0}中有一个唯一的概周期解。

证明 将系统（1）改写成如下形式：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

x∇i ( )t = -ai ( )t xi ( )t + ai ( )t ∫t - αi ( )tt

x∇i ( )s ∇s +∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s fj ( )yj ( )t - s ∇s + Ii ( )t ，i = 1，2，…，n，

y ∇j ( )t = -bj ( )t yj ( )t + bj ( )t ∫t - βj ( )tt

y ∇j ( )s ∇s +∑
i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s fi ( )xi ( )t - s ∇s + Jj ( )t ，j = 1，2，…，m

对于任意给定的Z (t) = (φ1 (t)，φ2 (t)，…，φn (t)，ψ1 (t)，ψ2 (t)，…，ψm (t))
T ∈ B，我们考虑如下概周期系统：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

x∇i ( )t = -ai ( )t xi ( )t + ai ( )t ∫t - αi ( )tt

φ∇i ( )s ∇s +∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s fj ( )ψj ( )t - s ∇s + Ii ( )t ，i = 1，2，…，n，

y ∇j ( )t = -bj ( )t yj ( )t + bj ( )t ∫t - βj ( )tt

ψ∇j ( )s ∇s +∑
i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s fi ( )φi ( )t - s ∇s + Jj ( )t ，j = 1，2，…，m
（5）

设

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Li ( )t = ai ( )t ∫t - αi ( )tt

φ∇i ( )s ∇s +∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s fj ( )ψj ( )t - s ∇s + Ii ( )t ，i = 1，2，…，n，

Mj ( )t = bj ( )t ∫t - βj ( )tt

ψ∇j ( )s ∇s +∑
i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s fi ( )φi ( )t - s ∇s + Jj ( )t ，j = 1，2，…，m

由条件(H1)和引理2得到，下列线性系统

{x∇i ( )t = -ai ( )t xi ( )t ，y ∇j ( )t = -bj ( )t yj ( )t
是指数二分的。因此，由引理1，我们知道系统（5）有唯一的概周期解，可以表示如下：

UZ ( )t = {∫-∞t ê-a1 ( )t，ρ ( )s L1 ( )s ∇s，…，∫-∞t ê-an ( )t，ρ ( )s Ln ( )s ∇s，

}∫-∞t ê-b1 ( )t，ρ ( )s M1 ( )s ∇s，…，∫-∞t ê-bm ( )t，ρ ( )s Mm ( )s ∇s
定义一个映射T：B → B：T (Z (t)) = UZ (t)，∀Z (t) ∈ B，我们接下来证明T是一个压缩映射。

首先证明，对于任意的Z (t) ∈ E，有T (Z (t)) ∈ E。
由条件(H2)和条件(H3)，有

Li ( )t ≤ |
|
|

|
|
| ai ( )t ∫t - αi ( )tt

φ∇i ( )s ∇s + |

|
||

|

|
||∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s fj ( )ψj ( )t - s ∇s + || Ii ( )t
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≤ -ai r0-αi +∑
j = 1

m -pji ∫0+∞| Kji (s) |(Fjr0 + | fj (0) |)∇s + -Ii = Ai
且

Mj (t) ≤ | bj (t) ∫t - βj ( )tt

ψ∇j (s)∇s | + |∑
i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij (s) fi (φi (t - s))∇s | + | Jj (t) |
≤ -bi r0-βj +∑

i = 1

n -qij (Fir0 + | fi (0) |) ∫0+∞| Lij (s) |∇s + -Jj = Bj

则对于 i = 1，2，…，n，得到

|
|
|

|
|
| ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Li ( )s ∇s ≤ ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s || Li ( )s ∇s ≤ ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Ai∇s ≤ Ai

-
ai

类似对于 j = 1，2，…，m，有
|
|
|

|
|
| ∫-∞t ê-bj ( )t，ρ ( )s Mj ( )s ∇s ≤ Bj

-
bj
。

另一方面，对于 i = 1，2，…，n，有

|

|
||

|

|
|| ( )∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Li ( )s ∇s

∇ = |
|
|

|
|
| Li ( )t - ai ( )t ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Li ( )s ∇s ≤ Ai + -ai Ai

-
ai
= ( )1 +

-ai

-
ai
Ai `

类似对于 j = 1，2，…，m，有
|

|
||

|

|
|| ( )∫-∞t ê-bj ( )t，ρ ( )s Mj ( )s ∇s

∇ ≤ ( )1 +
-bj

-
bj
Bj。

由条件(H3)，得到

 T ( )Z ( )t B ≤ max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }Ai

-
ai

，( )1 +
-ai

-
ai
Ai ，max1 ≤ j ≤ m{ }Bj

-
bj
，( )1 +

-bj

-
bj
Bj ≤ r0，

也就是说，T (Z (t)) ∈ E。接下来，证明T是压缩映射。

对于任意的Z = (φ1，φ2，…，φn，ψ1，ψ2，…，ψm)
T ∈ E，Z͂ = (φ͂1，φ͂2，…，φ͂n，ψ͂1，ψ͂2，…，ψ͂m)

T ∈ E，我们记

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

Pi ( )t = ai ( )t ∫t - αi ( )tt

( )φ∇i ( )s - φ͂∇i ( )s ∇s +∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s ( )fj ( )ψj ( )t - s - fj ( )ψ͂j ( )t - s ∇s，i = 1，2，…，n，

Qj ( )t = bj ( )t ∫t - βj ( )tt

( )ψ∇j ( )s - ψ͂∇j ( )s ∇s +∑
i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s ( )fi ( )φi ( )t - s - fi ( )φ͂i ( )t - s ∇s，j = 1，2，…，m

由条件(H2)~(H3)，有

|| Pi ( )t ≤ ( )-ai ⋅ -αi +∑
j = 1

m -pji Fj ∫0+∞ || Kji ( )s ∇s  Z - Z͂ B = Si  Z - Z͂ B

和

||Qj ( )t ≤ ( )-bj ⋅ -βj +∑
i = 1

n -qij Fi ∫0+∞ || Lij ( )s ∇s  Z - Z͂ B = Tj  Z - Z͂ B
则对于 i = 1，2，…，n，得到

| ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Pi ( )s ∇s | ≤ ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s || Pi ( )s ∇s ≤ ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Si∇s  Z - Z͂ B ≤
Si

-
ai
 Z - Z͂ B

类似对于 j = 1，2，…，m，有
|
|
|

|
|
| ∫-∞t ê-bj ( )t，ρ ( )s Qj ( )s ∇s ≤ Tj

-
bj
 Z - Z͂ B。

另一方面，对于 i = 1，2，…，n，我们有
|

|
||

|

|
|| ( )∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Pi ( )s ∇s

∇ = |
|
|

|
|
| Pi ( )t - ai ( )t ∫-∞t ê-ai ( )t，ρ ( )s Pi ( )s ∇s

≤ ( )Si + -ai Si
-
ai

 Z - Z͂ B = ( )1 +
-ai

-
ai
Si  Z - Z͂ B

33



第 59卷中山大学学报（自然科学版）

类似对于 j = 1，2，…，m，有
|

|
||

|

|
|| ( )∫-∞t ê-bj ( )t，ρ ( )s Qj ( )s ∇s

∇ ≤ ( )1 +
-bj

-
bj
Tj  Z - Z͂ B。则

 TZ - TZ͂ B ≤ max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }Si

-
ai
，( )1 +

-ai

-
ai
Si ，max1 ≤ j ≤ m{ }Tj

-
bj
，( )1 +

-bj

-
bj
Tj  Z - Z͂ B

因此，由条件(H3)知，T是一个压缩映射。所以T在E中有一个不动点。也就是说，系统（1）在E中有唯

一的概周期解。证毕。

3 概周期解的指数稳定性

本节，我们给出了系统（1）概周期解全局指数稳定性的充分条件。

(H4)存在一个正常数 r ∈ R+
ν和 ξi，ηj使得对于 t ∈ (0，+ ∞) T，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m，

(r - -ai (1 - νr) êr (t，t - αi (t))) ξi +
-ai (1 - νr) êr (t，t - αi (t))-αi ξi +∑

j = 1

m -pji ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t ，t - s || Kji ( )s Fjηj∇s < 0，

(r - -bj (1 - νr) êr (t，t - βj (t)))ηj +
-bj (1 - νr) êr (t，t - βj (t))-βj ηj +∑

i = 1

n -qij ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t ，t - s || Lij ( )s Fi ξi∇s < 0，
r + -ai ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t + -ai ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t -αi +∑

j = 1

m -pji ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t ，t - s || Kji ( )s Fjηj ξ -1i ∇s < 1，

r + -bj ( )1 - νr êr ( )t，t - βj ( )t + -bj ( )1 - νr êr ( )t，t - βj ( )t -βj +∑
i = 1

n -qij ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t ，t - s || Lij ( )s Fi ξiη-1j ∇s < 1
定理2 设条件(H1) - (H4)成立。则系统（1）有一个全局指数稳定的概周期解。

证明 定理1告诉我们，系统（1）有一个概周期解。设

x* (t) = (x*1 (t)，x*2 (t)，…，x*n (t)，y *1 (t)，y *2 (t)，…，y *m (t))
T

就是这个解。我们证明 x* (t)是全局指数稳定的。设

x (t) = (x1 (t)，x2 (t)，…，xn (t)，y1 (t)，y2 (t)，…，ym (t))
T

是系统（1）的任意一个解。定义

{ui ( )t = xi ( )t - x*i ( )t ，i = 1，2，…，n，

vj ( )t = yj ( )t - y *j ( )t ，j = 1，2，…，m

有

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

u∇i ( )t = -ai ( )t ui ( )t - αi ( )t +∑
j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s ( )fj ( )yj ( )t - s - fj ( )y *j ( )t - s ∇s，i = 1，2，…，n，

v∇j ( )t = -bj ( )t vj ( )t - βj ( )t +∑
i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s ( )fi ( )xi ( )t - s - fi ( )x*i ( )t - s ∇s，j = 1，2，…，m

设

{Xi ( )t = êr ( )t，0 ui ( )t ，i = 1，2，…，n，

Yj ( )t = êr ( )t，0 vj ( )t ，j = 1，2，…，m

则

X ∇
i ( )t = rêr ( )t，0 ui ( )t + êr ( )ρ ( )t ，0 u∇i ( )t

= rêr ( )t，0 ui ( )t + êr ( )ρ ( )t ，0 é

ë
êê

ù

û
úú-ai ( )t ui ( )t - αi ( )t +∑

j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s ( )fj ( )yj ( )t - s - fj ( )y *j ( )t - s ∇s
= rêr ( )t，0 ui ( )t - ai ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t Xi ( )t - αi ( )t
+ êr ( )ρ ( )t ，0 é

ë
êê

ù

û
úú∑

j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s ( )fj ( )yj ( )t - s - fj ( )y *j ( )t - s ∇s
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= rXi ( )t + ai ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t ∫t - αi ( )tt

X ∇
i ( )s ∇s - ai ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t Xi ( )t

+ êr ( )ρ ( )t ，0 é

ë
êê

ù

û
úú∑

j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s ( )fj ( )yj ( )t - s - fj ( )y *j ( )t - s ∇s
= ( )r - ai ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t Xi ( )t + ai ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - αi ( )t ∫t - αi ( )tt

X ∇
i ( )s ∇s

+ êr ( )ρ ( )t ，0 é

ë
êê

ù

û
úú∑

j = 1

m

pji ( )t ∫0+∞Kji ( )s ( )fj ( )yj ( )t - s - fj ( )y *j ( )t - s ∇s
类似有

Y ∇
j ( )t = ( )r - bj ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - βj ( )t Yj ( )t + bj ( )t ( )1 - νr êr ( )t，t - βj ( )t ∫t - βj ( )tt

Y ∇
j ( )s ∇s

+ êr ( )ρ ( )t ，0 é
ë
ê

ù
û
ú∑

i = 1

n

qij ( )t ∫0+∞Lij ( )s ( )fi ( )xi ( )t - s - fi ( )x*i ( )t - s ∇s
记

M͂ = max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }sup
s ∈ ( ]-∞，0 T

|| Xi ( )s ，max1 ≤ i ≤ n{ }sup
s ∈ ( ]-∞，0 T

|| X ∇
i ( )s ，max1 ≤ j ≤ m{ }sup

s ∈ ( ]-∞，0 T
|| Yj ( )s ，max1 ≤ j ≤ m{ }sup

s ∈ ( ]-∞，0 T
|| Y ∇

j ( )s

存在K > 0使得

| Xi (t) | ≤ M͂ < Kξi，| X ∇
i (t) | ≤ M͂ < Kξi，| Yj (t) | ≤ M͂ < Kηj，| Y ∇

j (t) | ≤ M͂ < Kηj
对于 t ∈ ( - ∞，0 ]T，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m成立。

我们声明对 t ∈ T，t > 0，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m，有

| Xi (t) | < Kξi，| Yj (t) | < Kηj， || X ∇
i ( )t < Kξi，| Y ∇

j (t) | < Kηj （6）
否则，存在 t1 > 0，i0 ∈ {1，…，n}或者 j0 ∈ {1，…，m}，使得对于 i = 1，…，n，j = 1，…，m，发生下列情形之一：

（Ⅰ） | Xi0 (t1) | ≥ Kξi0，有| Xi (t) | < Kξi，| X ∇
i (t) | < Kξi，| Yj (t) | < Kηj，| Y ∇

j (t) | < Kηj，对于 t ∈ ( - ∞，t1) T；
（Ⅱ） | X ∇

i0 (t1) | ≥ Kξi0，有| Xi (t) | < Kξi，| X ∇
i (t) | < Kξi，| Yj (t) | < Kηj，| Y ∇

j (t) | < Kηj，对于 t ∈ ( - ∞，t1)T；
（Ⅲ） | Yj0 (t1) | ≥ Kηj0，有| Yj (t) | < Kηj，| Xi (t) | < Kξi，| X ∇

i (t) | < Kξi，| Y ∇
j (t) | < Kηj，对于 t ∈ ( - ∞，t1)T；

（Ⅳ） | Y ∇
j0 (t1) | ≥ Kηj0，有| Yj (t) | < Kηj，| Xi (t) | < Kξi，| X ∇

i (t) | < Kξi，| Y ∇
j (t) | < Kηj，对于 t ∈ ( - ∞，t1)T。

设 δ1 = || Xi0 ( )t1
Kξi0

，δ2 = || X ∇
i0 ( )t1
Kξi0

，δ3 = || Yj0 ( )t1
Kηj0

，δ4 = || Y ∇
j0 ( )t1
Kηj0

，则 δ1 ≥ 1，δ2 ≥ 1，δ3 ≥ 1，δ4 ≥ 1使得下列情

形之一发生：

（Ⅰ´） | Xi0 (t1) | = δ1Kξi0，有Xi (t) < δ1Kξi，| X ∇
i (t) | < δ1Kξi，| Yj (t) | < δ1Kηj，| Y ∇

j (t) | < δ1Kηj，t ∈ ( - ∞，t1) T；
（Ⅱ´） | X ∇

i0 (t1) | = δ2Kξi0，有X ∇
i (t) < δ2Kξi，| Xi (t) | < δ2Kξi，| Yj (t) | < δ2Kηj，| Y ∇

j (t) | < δ2Kηj，t ∈ ( - ∞，t1) T；
（Ⅲ´） | Yj0 (t1) | = δ3Kηj0，有| Yj (t) | < δ3Kηj，| Xi (t) | < δ3Kξi，| X ∇

i (t) | < δ3Kξi，| Y ∇
j (t) | < δ3Kηj，t ∈ ( - ∞，t1) T；

（Ⅳ´） | Y ∇
j0 (t1) | = δ4Kηj0，有| Y ∇

j (t) | < δ4Kηj，| Xi (t) | < δ4Kξi，| X ∇
i (t) | < δ4Kξi，| Yj (t) | < δ4Kηj，t ∈ ( - ∞，t1) T。

如果情形（Ⅰ´）发生，则有两种情况：

（i） Xi0 (t1) = δ1Kξi0，X ∇
i0 (t1) ≥ 0，对于 t ∈ ( - ∞，t1) T，有 | Xi (t) | < δ1Kξi，| X ∇

i (t) | < δ1Kξi，| Yj (t) | < δ1Kηj，
|| Y ∇

j ( )t < δ1Kηj；
（ii） Xi0 (t1) = -δ1Kξi0，X ∇

i0 (t1) ≤ 0，对于 t ∈ ( - ∞，t1) T，有 | Xi (t) | < δ1Kξi，| X ∇
i (t) | < δ1Kξi，| Yj (t) | < δ1Kηj，
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|| Y ∇
j ( )t < δ1Kηj。

对于情况（i），由条件(H4)得到

0 ≤ X ∇
i0 ( )t1

≤ é
ë

ù
ûr - ai0 ( )t1 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 Xi0 ( )t1 + ai0 ( )t1 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 ∫t1 - αi0 ( t1 )t1 || X ∇

i0 ( )s ∇s
+ êr ( )ρ ( )t1 ，0 ∑

j = 1

m

|| pji0 ( )t1 ∫0+∞ || Kji0 ( )s
|
|

|
| fj ( )yj ( )t1 - s - fj ( )y *j ( )t1 - s ∇s

≤ é
ë

ù
ûr -

-
ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 δ1Kξi0 +-ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 -αi0 δ1Kξi0

+ êr ( )ρ ( )t1 ，0 ∑
j = 1

m

|| pji0 ( )t1 ∫0+∞ || Kji0 ( )s Fj || vj ( )t1 - s ∇s
≤ {éë ù

ûr -
-
ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 ξi0 +-ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 -αi0 ξi0

+ }∑
j = 1

m -pji0 ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t1 ，t1 - s || Kji0 ( )s Fjηj∇s δ1K
< 0

这是一个矛盾。

对于情况（ii），由条件(H4)有
0 ≥ X ∇

i0 ( )t1
≥ é
ë

ù
ûr - ai0 ( )t1 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 Xi0 ( )t1 - ai0 ( )t1 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 ∫t1 - αi0 ( t1 )t1 || X ∇

i0 ( )s ∇s
- êr ( )ρ ( )t1 ，0 ∑

j = 1

m

|| pji0 ( )t1 ∫0+∞ || Kji0 ( )s
|
|

|
| fj ( )yj ( )t1 - s - fj ( )y *j ( )t1 - s ∇s

≥ é
ë

ù
û-

ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 - r δ1Kξi0 --ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 -αi0 δ1Kξi0
- êr ( )ρ ( )t1 ，0 ∑

j = 1

m

|| pji0 ( )t1 ∫0+∞ || Kji0 ( )s Fj || vj ( )t1 - s ∇s
≥ {éë ù

û-
ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 - r ξi0 --ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 -αi0 ξi0

}-∑
j = 1

m -pji0 ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t1 ，t1 - s || Kji0 ( )s Fjηj∇s δ1K
> 0

矛盾，所以情形（Ⅰ´）是不成立的。

如果情形（Ⅱ´） 发生，不失一般性，我们设 | Xi0 (t1) | ≤ δ2Kξi0，否则和情形（Ⅰ´） 一样。类似情形

（Ⅰ´），由条件(H4)有

δ2Kξi0 ≤ é
ë

ù
ûr + ai0 ( )t1 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 || Xi0 ( )t1 + ai0 ( )t1 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 ∫t1 - αi0 ( t1 )t1 || X ∇

i0 ( )s ∇s
+ êr ( )ρ ( )t1 ，0 ∑

j = 1

m

|| pji0 ( )t1 ∫0+∞ || Kji0 ( )s
|
|

|
| fj ( )yj ( )t1 - s - fj ( )y *j ( )t1 - s ∇s

≤ é
ë

ù
ûr +-ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 δ2Kξi0 +-ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 -αi0 δ2Kξi0

+∑
j = 1

m -pji0 ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t1 ，t1 - s || Kji0 ( )s Fjηj δ2K∇s
≤ {r +-ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 +-ai0 ( )1 - νr êr ( )t1，t1 - αi0 ( )t1 -αi0
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}+∑
j = 1

m -pji0 ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t1 ，t1 - s || Kji0 ( )s Fjηj ξ -1i0 ∇s δ2Kξi0
< δ2Kξi0

这是一个矛盾。类似，我们可以证明情形（Ⅲ´） ~（Ⅳ´）是不成立的。因此，对于 t ∈ T，t > 0，有

| Xi (t) | < Kξi，| Yj (t) | < Kηj，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m。所以，对于 t ∈ T，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m有

| xi (t) - x*i (t) | ≤ êΘv r (t，0)Kξi， | yj (t) - y *j (t) | ≤ êΘv r (t，0)Kηj
设M = max1 ≤ i ≤ n，1 ≤ j ≤ m{Kξi，Kηj}。对于 t ∈ T，有

| xi (t) - x*i (t) | ≤ MêΘv r (t，0)， | yj (t) - y *j (t) | ≤ MêΘv r (t，0)，i = 1，2，…，n，j = 1，2，…，m。证毕。

4 例子和数值模拟

在本节，对于T = Z，我们给出一个例子来证明前面得到结果的正确性。

考虑下列BAM神经网络系统，n = 2，m = 2，
ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï

ï

ï

ï
ï
ïï

x∇1 ( )t = - 13 x1 ( )t - α1 ( )t + 1
20 sin

πt
2 ∫0+∞ e-s f1 ( )y1 ( )t - s ∇s + 1

20 sin
πt
2 ∫0+∞ e-s f2 ( )y2 ( )t - s ∇s + I1 ( )t ，

x∇2 ( )t = - 15 x2 ( )t - α2 ( )t + 1
50 sin

πt
2 ∫0+∞ e-s f1 ( )y1 ( )t - s ∇s + 1

100 sin
πt
2 ∫0+∞ e-s f2 ( )y2 ( )t - s ∇s + I2 ( )t ，

y ∇1 ( )t = - 12 y1 ( )t - β1 ( )t + 1
20 cos t ∫0+∞ e-s f1 ( )x1 ( )t - s ∇s + 1

20 cos t ∫0+∞ e-s f2 ( )x2 ( )t - s ∇s + J1 ( )t ，
y ∇2 ( )t = - 14 y2 ( )t - β2 ( )t + 1

50 cos t ∫0+∞ e-s f1 ( )x1 ( )t - s ∇s + 1
100 cos t ∫0+∞ e-s f2 ( )x2 ( )t - s ∇s + J2 ( )t

（7）

其中

a1 (t) = 13，a2 (t) =
1
5，b1 (t) =

1
2，b2 (t) =

1
4，f1 (x) = f2 (x) = sin

1
2 x，

p11 (t) = 1
20 sin

πt
2 ，p21 (t) = 1

20 sin
πt
2 ，p12 (t) = 1

50 sin
πt
2 ，p22 (t) = 1

100 sin
πt
2 ，

q11 (t) = 1
20 cos t，q21 (t) =

1
20 cos t，q12 (t) =

1
50 cos t，q22 (t) =

1
100 cos t，

α1 (t) = α2 (t) = β1 (t) = β2 (t) = 0.1， Kji (s) = Lij (s) = e-s，i = 1，2，j = 1，2，
I1 (t) = I2 (t) = 1

10 sin
πt
2 ，J1 (t) = J2 (t) = 1

10 cos t
对于T = Z，ρ (t) = t - 1，ν (t) = 1。我们有∫0+∞ e-s ∇s = e

e - 1，显然条件(H1)成立。

因为| f1 (x1) - f1 (x2) | ≤ | x1 - x2 |，| f2 (x1) - f2 (x2) | ≤ | x1 - x2 |，对于F1 = F2 = 1，条件(H2)成立。

设 r0 = 1，我们有 A1 = 2
15 +

1
10

e
e - 1，A2 =

3
25 +

3
100

e
e - 1，B1 =

3
20 +

1
10

e
e - 1，B2 =

1
8 +

3
100

e
e - 1。

因此，

max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }Ai

-
ai

，( )1 +
-ai

-
ai
Ai ，max1 ≤ j ≤ m{ }Bj

-
bj
，( )1 +

-bj

-
bj
Bj = 3A1 ≈ 0.875 < 1

另一方面，我们可以得到

S1 = 1
30 +

1
10

e
e - 1，S2 =

1
50 +

3
100

e
e - 1，T1 =

1
20 +

1
10

e
e - 1，T2 =

1
40 +

3
100

e
e - 1

则有

max{ }max1 ≤ i ≤ n{ }Si

-
ai
，( )1 +

-ai

-
ai
Si ，max1 ≤ j ≤ m{ }Tj

-
bj
，( )1 +

-bj

-
bj
Tj = 3S1 ≈ 0. 575 < 1
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从而条件(H3)成立。

设 r = 10-6，ξ1 = ξ2 = η1 = η2 = 1，则可求得

( )r -
-
a1 ( )1 - νr êr ( )t，t - α1 ( )t ξ1 + -a1 ( )1 - νr êr ( )t，t - α1 ( )t -α1 ξ1 + ----p11 ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t ，t - s || K11 ( )s F1η1∇s

+----p21 ∫0+∞ êr ( )ρ ( )t ，t - s || K21 ( )s F2η2∇s ≈ -0. 142 < 0
类似地可验证条件(H4)成立。

由定理 1，系统（7）在E：= {φ ∈ B： φ B ≤ 1}中有唯一的概周期解。由定理 2，这个解是全局指数稳

定的。取初值 φ1 (s) = 0.3，φ2 (s) = 0.2，ψ1 (s) = 0.15，ψ2 (s) = 0.25，s ∈ ( - ∞，0 ]T，我们给出下列数值模拟的

图像来说明在时标上结果的正确和可信性（见图1~2）。

图1 状态变量 x1和 x2的轨迹图

Fig. 1 Transient response of state variables x1and x2

图2 状态变量 y1和 y2的轨迹图

Fig. 2 Transient response of state variables y1 and y2
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5 结 论

本文给出了时标上的Leakage项变时滞双向联想记忆（BAM）神经网络系统概周期解存在性、唯一性

和全局指数稳定性的充分条件，另外还在T = Z上，给出了一个例子和数值模拟来说明得到结果的正确

性。本文所用的方法后续可以推广运用到其他神经网络系统的研究上。
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